
第 48 卷第 2 期

2009 年 3 月

中山大学学报(自然科学版)
ACTA SCIENTIARUM NATURALIUM UNIVERSITATIS SUNYATSENI 

苏敏邦 9 戎海武
(佛山科学技术学院数学系，广东佛山 528000)

Vol. 48 No.2 

Mar. 2009 

* 

摘 要:研究了 Van der Pol-Duffing 单边约束系统在谐和与随机|噪声联合激励下的响应问题。用多尺度法分离

了系统的快变项，讨论了系统的阻尼项、非线性项和随机项等参数对系统响应的影响。在一定条件下，当约束

距离较大时对应于不同的初始条件，系统具有两个非碰撞的稳态响应;而当约束距离不大时，对应于不同的初

始条件，系统也可以有两个不同的稳态响应，其中一个是发生碰撞的响应，而另外一个则不发生碰撞。随机扰

动可以使得系统的响应从…个极限环变为一扩散的极限环。数值模拟表明本文提出的方法是有效的。

: Van der Pol-Duffing 单边约束系统;随机响应;多尺度法
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~ The resonance of Van der oscillator oscillator to 

combined deterministic and random excitation is investigated. The method of multiple scales is used to 

determine the equations of modulation of amplitude and phase. The effects of damping , detuning , band­

width , and magnitudes of random excitations are analyzed. The theoretical analyses are verified by nu­

merical results. Theoretical analyses and numerical simulations show that the intensity of the random exci出

tation increase? the nontrivial steady state solution may change form a limit cycle to a diffused limit cycle. 

Under some conditions the system may have two steady state responses? one is a non卜巳已组扛'

and anot吐出he创r噜 i扫s an impact one. 

words: Van der Pol-Duffing one-sided constraint system; random responses; multiple scale method 

在实际工程动力学中往往存在大量碰撞?冲击

和干摩擦等非光滑因素，其中重要的一种是由约束

条件决定的[IJ 。目前，用于描述碰撞过程的模型

主要有三种[2J 0 瞬态冲击模型，分段线性模型和

碰撞中局部变形的模型。由于这些模型向量场的不

可微性?导致系统呈现非光滑的特性?可以产生丰

富的动力学行为 9 因此引起了学者们的广泛关注。

而在实际中?这种非光滑系统总是或多或少的受到

随机噪声的影响?因而研究在随机噪声激励下非光

中 !投稿日期: 2008 - 05 - 15 

滑系统的响应口一5J 具有理论意义和实际应用价值.

总的说来，关于非光滑系统特别是碰撞系统在随机

激励下系统响应的分析的研究处于起步阶段，本文

将在这方面作一尝试。本文研究了 Van der Pol­

Duffing 单边约束系统在谐和与随机噪声联合激励

下的响应问题。采用瞬时冲击模型，即假设冲击时

间为零?碰撞过程只考虑能量的损失?碰撞前后的

速度变化用恢复系数来描述。
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1 模型的提出及理论分析

考虑同时受谐和与随机噪声激励的单自由度

Van der Pol-Duffing 单边约束系统

{~广尤们叫叫+啡呐硝拗←元川……十忖…元川…+B叫叫叫8阳叫叫川α叫叩l卢兀
Bh(cωosωt 十 g( t) )罗兀< .1 (1) 

元+ -一 eω元'见=.1

其中 o < B<l 为小参数， β 为系统的阻尼系数， αj ，

α2 代表系统的非线性强度 ， h > 0 是定性谐和激励
的强度 ?ω 为激励的中心频率 ， e 是碰撞恢复系数，

o <e~l ，.1 为约束距离，一、十分别表示碰撞前
后时刻 o g( t) 是随机臼噪声，其相关函数为

Rg( T) = 2τS。δ (T) (2) 

式中， å( 7) 为 Dirac δ 函数， 5。为 g( t) 的谱密度常

数?本文考虑 S。较小时的情形。当系统不存在碰

撞时，类似的模型由 Rajan 和 Davies ， Nayfeh 和

Serhan ，以及戎海武等[6 -9J讨论过。但当系统存在

碰撞时?尚未见到研究。

1. 1 .1较大时系统的晌应

先考虑简单的情形，设约束距离 A 充分大 9

即在稳态运动时系统不发生碰撞?此时方程( 1 ) 

变为

立十 8卢为十元 +BαjX3 十

Bh( cosω 十 g( t) ) 
(3) 

我们用多尺度法[ 10] 研究系统(匀的主共振响应，

多尺度法已广泛应用于确定性系统中?近些年来在

随机系统中也有一些应用。引人调谐参数 σ 步的工

1 个 sσ ，设系统 (3) 具有如下形式的解

必 (T 罗 B) 元。 (To ， T j ) + B元 j ( ,T j ) + … (4) 

式中 To = T , Tj 二 BT 分别是快、慢时间尺度。 记

Do = θ/aTo ,Dj = a/aTj ， 则有:

d/dt = DO + BDj 十…

d2/dt
2 

= D~ 十 2BDODj 十…
(5) 

将(的一 (5) 两式代人 (3) 式?并比较方程两边

s 同次幕的系数可得下列微分方程组:

D~x。十元。 o (6) 

叭十元j -……βDov。一 αi元;一
α2 (元。) 2元。十 hcos wt 个 g(t) (7) 

方程 (6) 的解为

元。(丸 ， Tj ) = αcos( 几十 q;) (8) 

式中 α 二 α( Tj 扎伊 :ψ(Tj ) 分别是随时间缓变的系

统响应的振11固和相角。将 (8) 式代人 (7) 式并

消除奇异项可得:

+ gj (Tj ) (一豆 h 2 -
(9) 

3 , h 
=σα 一一α3 一 --=-cosγ 十 g2 ( T j ) 8 -- 2 ~~~ r 

其中 γ=σT。一 ψ ，一 α:αl 十 lα2 ， αF 表示 α 关于
3 

川) =一机275(TI)叫d收

毛 (Tj ) 二二LC
1T 

g ( T j ) sin 州 (四)
L.1T JU 

其中收工 ωt 一 γ 。由 (9) 式解出 α 和 γ 后?可得

方程( 1 )的首次近似解为

见 (t) = α (BTo ) cos(ωt 一 γ(BTo ) )十 O(B) (11) 

一般说来，方程 (9) 很难精确求解?只能求出近

似解。由于随机扰动 g( t) 与确定性谐和激励 h

cosω 相比较小，所以首先讨论 50 = O(gj = 0 ,g2 
= 0) 即没有随机扰动时系统 (9) 的稳态响应。

此时系统 (9) 可改写为

α ， - 互月十 h . γ 

(一……2 ~. 2 ~--- I 

I 3 3 h 
αγ 工刷一 8α … TCOSγ

( ) 

对于稳、态解 α:α0'γ:γ。有 αI 0 ， γ I 0 ， 由

(12) 式可得

(α h .… 2 。一 2 o.J ÁH ro 

3 3 h 
( 13 ) 

将( 13 )式两边平方相加罗可得系统( 12) 的稳

态响应的频率曲线为

[卡 (σ … i叫) 2] a~ = 号 (14 ) 

由弗洛凯理论知UI]? 由 (13 )式定义的周期解稳

定的充分必要条件是

( ~叫一 σ)(~ 叫一矿)吁> 0 (口)
(15 )式表明，并不是所有由( 13 )式定义的周期

响应都是稳定的。如果由( 14) 式能解出 3 个解?

则大解 α。二战11 和小解 αo -α阳都是稳定的?雨中

间的那个解是不稳定的。这说明对于非线性系统

(12) 来说?其受迫振动稳、态解的振 11固和l频率与初

始条件有关?其振11'国可具有多值性?即在一定条件

下同一干扰力频率对应着几个稳态周期运动 9 物理

上实现哪一个周期运动取决于初始条件。

下面讨论随机扰动 (gj 泸 o 乒 0) 对周期解

的影响?令



22 中山大学学报(自然科学版) 第 48 卷

α:α。十 α1 ， γ=γ。十 γ1 (16) 

其中句，γ。由( 13 )式定义，叭，γl 为摄动项。将

(16) 式代人 (9) 式忽略非线性项可得如下的线

性化方程

x' ( T1 ) = T1 ) + f( T1 ) ( 17 ) 

I X 1 ( T1 ) \ I α1 (T1 ) \ 
其中 x ( T

1
) = I'v 1 \ ~ 1 / I = I -1 \ ~ 1 / I 

- 飞向 (T1 ) I 飞 γ1 (T1 ) I 

111 ( T1 ) \ FY I C 1 C2 \ f( T1 ) = I J l' - 1/ J, C = l' ~ I ( 18 ) 
飞12 ( T1 ) I 飞 C3 C4 / 

11 ( T1 ) = gl ( T1 ) ，元( T1 ) = g2 ( T1 ) ( 19) 

C , = C 一- 4-. C'l = ~αα3 一 σ1 - '-'4 - 2' '-'2 - 8 lJ1. '-"0 V '-"0 , 

σ 可
C3 =一一云αα。 (20)

αo Ö 

方程 (17) 可用模态分析法进行求解[口]。矩阵 C

的特征值和特征向量由式 Cx = λx 给出 9 而其对偶

问题的特征向量由式 =λy 给出这样?可算

出模态矩阵为:
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中乱= 1 ， 2。做变换

T1 ) T1 ) ， 并左乘可将方程 (17 )转化

为如下的非祸合方程

(ZlF(TI)=λ l Z1 (T1 ) 才川1 ) 
(22) 

z; (T1 ) λ1 Z2 ( T1 ) + g2 ( T1 ) 

À.. 一亿
其中 g i ( T1 ) = g 1 ( T1 ) + ( T1 ) ( 23 ) 

由方程 (22) 可得解祸后的系统的响应为

( E[zm圳呐帆m川m (t 1υ归t1川ψ仙叭1)山占)汩以λz乓乌Ti ( 乌ω川)汀] = e(À户户川川λÀmllπm l山h勺I叫灿叫n旷山ω叮t勺ω叮2ρ吁)丁{1 J:2ρ俨:〉〉「θj川-(巾(ω川(ÀmTλ儿ÀmT…m旷nT
g m ( T 1 ) g n ( T 2 ) ] dT 1 dT 2' m , n 1 ,2 ( 24 ) 

结合( 2) , (10) , ( 23 )和 (24) 四式可得

lh 立。
何 r _, • (λm ~ C1 ) (λn 一 C1 )

] ~-\"二~I

m ,n=1 ,2 (25 ) 

2 Ll 

再考虑复杂的情形?设 A 不大即在稳态运动

时系统发生碰撞。先考虑 g( t) 0 即系统只受到

确定性谐和激励但 A 不大?即在稳态运动时系统

发生碰撞的?此时方程( 1 )变为

(们拗十元十旷1- B00_:i元=品。
(26) 

元十 =-e劣 ，必=

其中再 = Bh 0 由于 s 是小参数?可以先设 B = 0 , 

系统 (26) 变为

(… = hc…t , (27) 
元十二 -e元 , X = L且

碰撞系统 (27) 研究的比较成熟?由文献[ 1 ]可

以知道，每过 l E Z 个激励周期系统发生一次碰撞

的运动满足下面的条件:

元(0) = Ll，必 (0) =旷

立1TL 立1Tl
X ( =--:二二) = Ll，为(-=二二) = 元

(ù 也}

(28) 

式中儿先十分别表示碰撞前后的质点速度 ， e 之一主丁

为恢复系数。可以求出满足条件 (28 )的解为

元 (t) 坷。( t) 

α1 cos( t _ 1Tl) 个叫 cos( 的t 十 ψ) (29) 
αJ 

其中 αl h 。且可以
I 一 ω2 I 

得碰撞前的速度为

[1 :t J 1 - (1 - a~ / Ll 2 
) 2 (1 +向]

z …( 1 个 )D (30) 

其中 B 
w 

J川
一
的

。
c olu 

牛
'

4EEA 
/
'
'
飞
、

1-2 
一
­

D 
(31) 

由 (30) 式可以知道，在一定的参数区域内?系

统 (27)可以有双解。下面我们用摄动法求解系

统 (26) 的响应?可以设系统 (26) 的解为

元( t) 工元。 (t) + BX 1 (t) (32) 

式中元。( t) 由 (29 )确定 ， BX 1 (t) 为小摄动项。将

(32) 代入 (26) 式 9 比较两边 s 一次方的系数?

可得

先1+ 元 1 一 β元。一 αIM; 一 α2元;元。 (33)
将元。 (t) 的表达式 (29 )代人 (33 )式?并只保

留频率为乒罗兰的谐波巩得
L丁E

X 1 十二1(; 1 k1 ω叫S巾(υt 一 1Tl) 十叫kι仲削2泸卢S址叫i
α) Cθ 

k3 cos( 的t 十 ψ) + k4 sin( 的t 个 ψ) (34) 

3 3 3 2 
其中 kl=-Nl(27αí +2α1α~) 十 Zα2α~ ] ,k2 = 

3 3 3 2 
βα1 ， k3 … [α1 (一α+ αlα2 )十一α2ωzd]?k4

4 '-"1 I 

2 
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βω吧。方程 (34) 的通解为

k[_ . /_ m ιF 
叫= C1cos t 十年in t 十士的n(t …一)一τtcos(t …立)十

4α) L. α』

1二丁叫ωt 十 ψ)+1、in(ωt 十 ψ) (刃)
1 一 α) 1 一 α』

其中任意常数 C[ ， C2 可以由条件必1(0) = 0 , 

27Tl 
X1(~) 二 O 确定。

α』

然后我们考虑同时受到确定性谐和与随机激励

的系统( 1) ，可以设系统 (1 )的响应为

x( t) 二句 (t) 十 8元 1 (t) + j;Y (36) 

其中元。 (t) 和 x[(t) 分别由 (29 )和 (35 )式定

义 ， j;Y是摄动项。将 (36) 式代入( 1 )式并忽

略关于 s 的高阶项可得如下线性化方程

Y+8 j[β+2α涡。)元。 (t) ]Ý 十

3α[x~(t)Yf + Y = rs~(t) (37) 

由于 s 为小参数 9 可用随机平均法[口]求解系统

(37 )的稳态响应。引人变换

Y( t) A (t) cos ç轧 t) = 一 A( t) sin (þ 

φ t 十。 (38)

并运用随机平均法可得相应的伊滕随机微分方程:

( =144!dt十闭 (t)
(39) 

3α[ (α2 十 α;) 7 J;;S; 
θ_ ~ -- 1 , - 1 L- / 8dt 十一一~j;dW2 (t) 

4 

其中(吟，风 (t) 是独立的标准 Wiener 过程。

出口的第一式不依赖于 θ 知 ， A( t) 本身是

一个时齐扩散过程?其稳态概率密度 p( α) 由下面

FPK 方程支配

立r (鸟一经与) D 1 +垃豆豆号= 0 (40) 
dαL \ 2 û 2α/ 1-' J' 2 dα-

从而可解得

p以川州(μωα叫) =斗号叫
ρ 石L乙σp

由上式可得 A( t) 的一、二阶矩为:

EA( t) = Lαp(α)dα A/":P 

α
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2 数值模拟

有关随机过程数值模拟的方法可见文献

[12 ]，本文数值模拟中设 ~(t ) 的谱密度为

r 500 0 < t ~ 2ω 5( t) 工~ ~U 二

lO 0 t > 2ω 

贝u ~(t) 可取为如下形式[叫:

作) =月二l叶(2k - 1)叫Ic ] 

式中 ψk 是 (0 ， 27T] 上均匀分布的独立同分布随机

变量序列 ， N 是一个较大的整数。

在本文的数值模拟中，取参数如下:

α[ = 0.09 ， α2 = 0.03 ，β= O. 3 

h = 2 ,e = 0.8 ,8 = 0.1 , N = 1 000 

在没有碰撞时?用四阶龙格库特法可计算出的系统

( 1 )的响应;碰撞发生后，只需根据公式矿工…

"一将速度改变后再用龙格库特法进行计算。先考

虑A 较大时的情形，本文中先取 L\ = 6.0 ，这时系

统的稳态运动不发生碰撞。当 ~(t) = 0 即系统只

受确定性谐和激励时 9 对应于不同的激励频率ω=

1 十 8σ ，由 (14) 式给出的系统( 1 )响应的振幅

α。的理论值与数值计算值的比较见图 10 由图 1 可

见?理论解与数值解吻合得很好?这说明用多尺度

法求解方程 (1 )是有效的。

6~ 一中稳定解
| …..园不稳定解

叶 。 000 数值解

。 4
ö 

3 

/ 

2 

。
-1 -0.5 0 0.5 1 l.5 2 

σ 

图 1 系统( 1 )频率响应曲线( Li = 6. 0 = O. 0 ) 

Fig. 1 Frequency response of system (1) 

下面研究随机扰动 ~(t ) 对系统响应的影响。

取矿工 1.0 ，此时系统 (12) 将有两个稳定的稳

态解?由 (14) 式可以解得这两个解分别为 α。

αm = 1. 03 和 αo 句= 5.44 ，即对于不同的初始

值?确定性系统 (12) 有两种不同的稳态响应。对

于随机系统( 1 ) ，由有类似的多值现象。当 50

0.0025 对应于不同的初值系统( 1) 响应的时间

历程图和相轨图分别见图 2 和图 3。图 2 中的初值是

必 (0) = 5.0 ，冽的 4. ，图 3 中的初值是必(0) = 
1. 0 ，圳的工1. 5 ，图中 y( t) 元 (t) 表示速度。
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系统( 1 )的数值结果 (x(O) = -5.0 ,i(0) = 4.5) 

Fig. 2 Numerical results of equation 
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Fig. 3 Numerical results of equation (1) 
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图 3
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能是由 (11 )式表示的没有碰撞解 9 而只能是由

(36 )式表示的有碰撞解。当= 0.6 时?由

(29) , (32) 和 (35 )式得到的系统 (26 )理论

解和数值解的比较见图 5 ，由图 5 可见，理论解与

数值解吻合得很好，说明用摄动法求解非线性碰撞

系统 (26) 是有效的，相应的时间历程的。

当 αm < Ll <句时?对于不同的初始值系统

( 1 )可以有两个不同的稳态解，即由( 11 )式确

定的对应于 α。 =αm 小的没有碰撞的稳态解及对应

(36) 有碰撞的稳态解。取 σ 1. 0 ，此时系统

(1 2) 将有两个稳定的稳态解?出 (14) 式可以解

得这两个解分别为 α。 =αm 1. 03 和 αoαM

5.44 。我们取Ll 2.5 ,So = 0.0025 ，对于不同的
初始值?系统( 1 )响应的时间历程与相轨分别见

图 6 和图 7 0

由图 2 、 3 可见，当随机扰动 ~(t)较小时，对

应于不同的初值系统( 1 )可有两个不同的稳态响

应?与前述理论分析的结果一致。由于随机扰动

~(t )的存在，系统响应从一周期解变为一拟周期

解?系统的相轨也从一极限环变为一扩散的极限

环。计算表明 9 随着 ~(t)的增大步此扩散极限环

的宽度将增大。当然?由图 2 和图 3 表示的稳态解

是系统( 1) 不发生碰撞时的解。当 So = 0.0025 , 

对应于不同的激励频率的?系统( 1 )均方响应的

理论值与数值解见图 40

下面再研究当 A 较小?即系统的稳态响应发

生碰撞时的情形。取σ= 1. 0 ，此时系统 (3) 将有

两个稳定的稳态解?由( 14 )式可以解得这两个

解分别为句:勺1. 03 和 α。=句= 5.44 0 当约

束距离Ll <αm 时 9 显然系统( 1 )的稳态响应不可
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因 7

发现?这也表明了碰撞系统的复杂性。随机扰动使

得系统响应从一周期解变为一拟周期解 9 相轨也从

一极限环变为一扩散的极限环。计算表明?当噪声

g( t) 的强度 S。增大后?不发生碰撞的稳态解将变

得不稳定?向发生碰撞的稳态解跃迁。其中迁移的

详细过程?可以用胞映射的方法进行研究，这是我

Fig.7 

由图 6 、 7 可见?当随机扰动 g( t) 较小时?对

应于不同的初值系统( 1 )可有两个不同的稳态响

应?图 7 代表的是由( 11 )式表示的没有碰撞的

稳态解 9 显然稳、态解的最大振11眉不超过约束距离 A

= 2. 5 ，图 7 代表的是由 (36) 式表示的有碰撞的

稳态解。这种不同初始条件下的双解现象是首次被
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们今后进一步研究的工作0

3 结论与讨论

本文将多尺度法引人非线性随机碰撞系统的响

应分析中，并结合摄动法和随机平均法研究了碰撞

系统在确定性谐和激励和随机激励联合作用下系统

的响应。

理论分析和数值模拟表明?当随机扰动 g( t) 

较小时?对应于不同的初值系统( 1 )可有两个不

同的稳态响应，这两个稳态响应可以都不是碰撞的

响应，也可以一个是碰撞的稳态响应?而另外一个

是不碰撞的稳态响应，这种现象是首次被发现，也

说明了碰撞系统的复杂性。当约束距离 A 较大时，

由于在稳态运动时系统不发生碰撞，系统( 1 )就

成为在外力作用下的光滑 der Pol-Duffing 系统。而

众所周知，在一定的参数范围内罗对于不同的初始

条件， Duffing 系统可以有两个不同的解，即系统

有两个吸引子 αm 和 αM' 每个吸引子都有自己的吸

引域。当 A 较小即Ll <αm 时，稳态运动发生碰撞 9

显然系统不可能达到原来解 αm 和 αM' 这时系统只

有一个发生碰撞的稳态解?即系统只有一个吸引

当 αm < Ll <句时?显然系统不可能有稳态解

αM' 这时对于不同的初始值?系统可以有两个不

同的稳态解?一个是不发生碰撞的稳态解 αm ，另

外一个是发生碰撞的稳态解，即系统有两个吸引

子?每个吸引子都有自己的吸引域。要从物理上详

细解析这些现象?需要用胞映射的方法研究参数变

化时这些吸引子的变化情况?这是我们进一步要作

的工作。本文所给的参数中，当Ll <αm 时\系统

只有一个发生碰撞的稳态解?当参数改变时?可能

有多个稳态解?这也是我们进一步要作的工作。
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